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Abstract
Although PID control is still widely used in the industry, it isn’t answered a high performance demand. On the other
hand, the model predictive control（MPC） is paid attention as effective control but it takes much cost to introduce MPC
instead of the PID control since the MPC structure quite different from the PID control. To defeat such situation, this
paper proposes a model predictive PID Control method. In this method, the PID control gains are derived by solving the
constrained optimization problem based on MPC algorithm without using inverse matrixes. The numerical simulations
show that the proposed method is effective for various control systems.
Key words : MPC（model predictive control）, PID control, Heat conduction system, Mobile robot

















2 正員，筑波大学システム情報系情報工学域（〒 305-8573茨城県つくば市天王台 1-1-1）
E-mail of corresponding author: nakamura@acs.cs.tsukuba.ac.jp


















































は x[k] =  x1[k];    ;xn[k] T の n次元状態量ベクトル，u[k]は u[k] =  u1[k];    ;um[k] T の m次元入力ベクトル，a
は a =  a1;    ;an T の n次元定数項ベクトル（零ベクトルでも良い），y[k]は y[k] =  y1[k];    ;yl [k] T の l 次元
出力ベクトルとし，G;H;F;Cはそれぞれ適切な大きさの係数行列とする．
x[k+1] = G[k]x[k]+H[k]u[k]+F [k]a
y[k] =C[k]x[k]
(1)
ここで時刻 kにおいて，予測区間 Hp にわたる予測応答 xˆ[k+ j+1](0 j  Hp 1)は式（1）を用いて
 j = 0のとき
xˆ[k+ j+1] = G[k]xˆ[k]+H[k]uˆ[k]+F [k]a



































G[k+p] = G[k+ j] G[k+ j 1]   G[k]とする．式（1），（2）より，予測出力 yˆ[k+ j]は以
下の式（3）で表される．
yˆ[k+ j] =Cxˆ[k+ j] (3)
また，式（2）に表れる，PID制御による制御入力ベクトル uˆ[k+ j] (0 j  Hp 1)の i番目の要素 uˆi[k+ j]は，
PIDゲイン q i = (KPi; KIi; KDi)を用いて，式（4）となる．同式中の eˆgは予測出力ベクトル yˆ[k+ j]の g番目の要
素と，出力ベクトル各要素の目標値からなるベクトル Tr[k+ j] =

Tr1[k+ j];    ; Trl [k+ j]
T の g番目の要素 Trgと
の偏差量（5）である．ここで，i= 1;    ;mであり，g= 1;    ; l である．






eˆg[k+ j]  eˆg[k+ j 1]

(4)




Duˆi[k+ j] = uˆi[k+ j]  uˆi[k+ j 1]
= KPi
 




eˆg[k+ j] 2eˆg[k+ j 1]+ eˆg[k+ j 2]
 (6)
．
以上の準備より，時刻 k における 3m個の PIDゲイン q [k] = (q1[k];    ;qm[k])を求めるための最適化問題を考
える．まず，評価関数は一般的な MPC で用いられている式（7）とする．式中の diag(q1;    ;qn) は対角要素が






















ここで，時刻 kにおいて式（1）中の x[k]が既知でTrが与えられれば，式（2）～（5）より，yˆ[k+ j+1]，eˆ[k+ j+1] ( j=
0;    ;Hp 1)は uˆ[k+q] (q= 0;    ; j)によって定まることがわかる．さらに，式（4）または式（6）より Duˆ[k+q]
は，eˆ[k+ q  2] から eˆ[k+ q] までの 3 つの値を用いる q の関数である．したがって，eˆ[k+ j+ 1]，yˆ[k+ j+ 1]，
uˆ[k+ j]; ( j = 0;    ;Hp 1)は q の関数である．すなわち JLQ は PIDゲイン q の関数であるから，その最適化問







先に述べたように yは q の関数であるので，最適化問題に制約条件として付加できる．なお，yˆgの最小値を yg;min，
最大値を yg;max と表した．
yg;min  yˆg[k+ j] yg;max (g= 1;    ; l) (8)
同様に，入力 uも q の関数であることから，式（9）に示す入力ベクトルの各要素に対する制約を最適化問題に
与えることができる．uˆi の最小値を ui;min，最大値を ui;max と表した．
ui;min  uˆi[k+ j] ui;max (i= 1;    ;m) (9)
さらに，PID ゲイン q に関する制約も考慮すべきである．実用の観点から取りうるゲインの範囲を無制限に
することは好ましくなく，また，これまでの運用による知見から PIDゲインに制限を設けることが考えられる．
これを以下の式（10）で表し，この制約も最適化問題に与える．ただし，KPi;min，KIi;min，KDi;min は，それぞれ
qi = (KPi;KIi;KDi)の取りうる最小値であり，KPi;max，KIi;max，KDi;max はそれらの最大値である．





s:t: xˆ[k] = x[k]，式（1）-（10）; j = 0;    ;Hp 1
(11)
となる．JLQ は q の要素に関して非線形関数になるので，非線形計画法や，あるいは計算機の能力に応じた刻み
























  i= 1;    ;a+1 (13)
y(l) = cx(l) (14)









ときがあるので伝熱特性は a+1通り）のとき，これらをシステム行列 A，入力行列 bおよび定数温度の係数行列
Dの組に対し，上付き添え字 (i)を用いて式（13）のように表す．また，iをプラントインデックスと呼ぶものと





























x[k+1] = G[k]x[k]+H[k]u[k]+F [k]a
y[k] =C[k]x[k]
(16)
ここで，予測出力温度 yˆ，目標温度 Tr，PIDゲイン q = (KP;KI ;KD)を用いて，入力 uˆ[k]を以下の式（17）により
定める．






eˆ[k+ j]  eˆ[k+ j 1] (17)






第二に入力制約である．上述の式（16）において制御入力 u[k]はデューティ比であり，したがって 0以上 100以
下の値であるから式（20）で表される制約を持つ．
0 u[k] 100 (20)
第三に，PIDゲイン制約を以下の式（21）で表す．














(pxL   px)2+(pyL   py)2（ただし pxL ; pyL は Leaderの x;y座標，
px; py は Followerの x;y座標）に対する制約があり，Followerはその制約を満たしつつ追従しなければならない





y[k] =Cx[k] = x[k]
(23)
で表す．ここで，状態量ベクトル xは Followerの右輪速度 pv1，左輪速度 pv2を用いて x= [x1 x2]T = [pv1 pv2]T と
する．同じく入力ベクトルは右輪トルク u1，左輪トルク u2 を用いて u= [u1 u2]T とする．
左右輪の各トルク制御にそれぞれ PID制御器を用いることとし，式（24），（25）の通り，右輪トルクは右輪目




























ここで，pv1; pv2 は，重心と車輪の距離 t を用いて以下のように並進速度 pv，回転角速度 pw から算出できる．
pv1 = pv+ t pw ; pv2 = pv  t pw
同様の計算で，pv1r; pv2r も著者らの提案手法（Nakamura and Kawabe，2010）にて導出される目標並進速度 pvr，
目標回転角速度 pwr から算出できる．
pv1r = pvr+ t pwr; pv2r = pv  t pwr
Fig. 1 Schematic view of two wheeled mobile robot. u1
expresses torque of right wheel and u2 is one of left
wheel. Translational velocity and rotation angular
velocity of the robot are expressed in pv and pw
respectively.
Fig. 2 Schematic view of cooperative carrying task by
two - two wheeled mobile robots. To avoid
dropping the carrying object, Follower need to
track Leader so as not to violate the constraint
of relative distance D. Torques of Follower are
controlled to track Leader.
以上より評価関数（7）は q = (KP1;KI1;KD1;KP2;KI2;KD2)の関数となる．
出力ベクトルの各要素に関する制約については，
pv1;min  pv1  pv1;max










s:t: xˆ[k] = x[k]，式 (2), (3), (7), (23)–(26); j = 0;    ;Hp 1
(27)








図 3中に示す各点の位置の温度をそれぞれ状態量 x1から x9，ヒータのデューティ比を制御入力 uとする．また，











ぞれ 1が「紙無し」，2が「紙有り (トナー有り)」，3が「紙有り (トナー無し)」を表している．
Fig. 3 Schematic view of the fuser system in a printer. Paper
with toner is heated and is pressed by roller1 and
roller2. Roller1 is heated by heater, and roller3 is
helpful to avoid reduction in temperature of roller1.
The elements of the state vector are the temperatures
of x1～x9;Tamb and Tmat (painted blue circle).













Fig. 4 Time history of plant index i. i = 1 means no paper
in the fuser system, i= 2 is paper without toner in the
system and i = 3 is paper with toner in the system.

















  i= 1;2;3 (29)
y(l) = cx(l) = x1(l) (30)







0 0 779 221 0 0 0 0 0
182 0 0 0 0 0 367 451 0
0 980 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 847 149 0 0 0
0 0 282 718 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 998 0 0 0
23 0 0 0 0 0 973 3 0
409 0 0 0 0 0 0 409 182




0 0 720 212 0 0 0 0 0
182 0 0 0 0 0 367 451 0
0 980 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 847 149 0 0 0
0 0 102 800 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 998 0 0 0
23 0 0 0 0 0 973 3 0
409 0 0 0 0 0 0 409 182





0 0 750 77 0 0 0 0 0
182 0 0 0 0 0 367 451 0
0 980 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 847 149 0 0 0
0 0 100 772 0 0 0 0 0
0 0 0 0 2 998 0 0 0
23 0 0 0 0 0 973 3 0
409 0 0 0 0 0 0 409 182
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MPCはその拘束を持たない点が異なっている．MP-PID制御には PIDゲイン制約（21）を 5KP ， 5KI  5，
 5 KD  5として与えた．予測区間長 Hp は，制御入力 uと状態量相互間の伝熱が yおよび yM に反映されるま
での時間を考慮してHp = 15とし，式（7）における重みは，制御性能のみを考慮して q j = 1;r j = 0 ( j = 0;    ;14)
とした．これをそれぞれ幅 0.1のグリッドに区切って全探索により解くことで最適ゲインを求めた．
性能検証として以下では Case1～3の数値シミュレーション結果を示す．プラント伝熱特性を示すプラントイン
デックス i 2 f1;2;3gの時間変化グラフは図 4に示す通りで，3通りのシミュレーションで全て同じとする．
Case 1.最高温度制約無し　
まず，目標値追従性についてシミュレーションを行った．目標温度を Tr = 120[℃]，初期温度（x[0]の全要素）
および Tmat と Tambは全て 20[℃]とし，最高温度制約（19）は設けていない．MP-PID制御とMPCでは入力制約
（20），MP-PID制御には加えてゲイン制約（21）を与える．PID制御においては式（17）による入力が 0以下ま
たは 100以上を超える場合にはそれぞれ 0;100とし，PIDゲインは KP = 2:6;KI = 1:4;KD = 0:8とした．以上にお
いて，MP-PID制御と PID制御，MPCを適用した際の制御出力温度ならびに最高温度の時間応答グラフを図 5に，
制御ごとの評価指標値を表 1に示す．また，MP-PID制御における PIDゲインの時間応答を図 6に示す．




















































Fig. 5 Case 1: responses of temperature y= x1（upper）and
maximum temperature yM = x8 （lower） without
maximum temperature constraint. In upper graph,
the vibration of temperature by the MP-PID control
is smaller than the one by the PID control.


















Fig. 6 Case 1: responses of KP（upper），KI（middle）and










Table 1 Case 1: performance evaluation.
MP-PID PID MPC
Average of absolute error [℃] 0.128 0.668 0.014
Standard deviation [℃] 1.387 4.202 0.136
Maximum temperature [℃] 224.490 238.079 229.981

















Fig. 7 Case 1: responses of input duty u.
Case 2.最高温度制約の付加
次に，Case 1の設定に，許容最高温度 TM が 210[℃]であるという制約を加えたシミュレーションを行った．こ
のときのそれぞれの制御における制御出力温度ならびに最高温度の時間応答グラフを図 8，評価指標値を表 2に示
す．なお，PID制御におけるゲインは Case 1と同様に試行錯誤的に KP = 3:0;KI = 0:1;KD = 0:6とした．これは，
式（20）を満足するゲインとして選んでいる．しかし，PID制御では一般に 1入出力系を扱うため，今回のよう
に yM の制約を満足しつつ yの温度挙動を適切にするという 2出力を同時に所望する挙動とするようなゲインを求
めることは大変困難となる可能性があり，実際，今回の数値シミュレーションでは yM の制約を満たす PIDゲイン
では yの制御性能は大きく劣化している．
これに対して，図 8および表 2の結果から，Case 1と同様に，MP-PID制御では PID制御よりも制御指標値が良
い値になっている．さらに，最高温度は 210[℃]を超えておらず制約（8）を満足していることも確認できた．こ
のときのMP-PID制御における PIDゲインの時間応答は図 9となった．





















































Fig. 8 Case 2: responses of temperature y = x1（upper）
and maximum temperature yM = x8（lower）with
maximum temperature constraint x8  210 ℃.
Compare with the MP-PID control with the PID
control, the temperature response by the MP-PID
is quick and the vibration is small in upper graph.
Lower graph shows the maximum temperature by the
MP-PID does not violate the constraint.


















Fig. 9 Case 2: responses of KP（upper），KI（middle）and
KD（lower）by the MP-PID control.
Table 2 Case 2: performance evaluation.
MP-PID PID MPC
Average of absolute error [℃] 0.179 4.612 0.113
Standard deviation [℃] 1.387 11.992 0.933
Maximum temperature [℃] 209.934 209.469 209.456
Case 3. 初期温度の変更
最後に，Case 2の設定で初期温度および Tmatと Tambを 20[℃]から 10[℃]とした場合のシミュレーションを行っ
た．このときのそれぞれの制御における制御出力温度ならびに最高温度の時間応答グラフを図 10，評価指標値を
表 3に示す．ここで，PID制御におけるゲインは Case 2と同じ KP = 3:0;KI = 0:1;KD = 0:6とした．このゲインは
初期温度 20[℃]の条件下におけるゲインであり，Case 3では初期温度が 10[℃]と異なっているために最高温度が
210[℃]を超過してしまっている．これに対し，MP-PID制御では初期温度が変化しても温度制約を満足している．
このときのMP-PID制御における PIDゲインの時間応答を図 11に示す．






















































Fig. 10 Case 3: responses of temperature y = x1（upper）
and maximum temperature yM = x8（lower）with
maximum temperature constraint x8  210 ℃ and
initial temperature x(0) = 10 ℃. Compare with
the MP-PID control with the PID control, the
temperature response by the MP-PID is quick and
the vibration is smaller in upper graph. Lower graph
shows the maximum temperature by the MP-PID
satisfies the constraint. By contrast, the temperature
by PID violate the constraint several times.


















Fig. 11 Case 3: responses of KP（upper），KI（middle）and
KD（lower）by the MP-PID control.
Table 3 Case 3: performance evaluation.
MP-PID PID MPC
Average of absolute error [℃] 0.291 4.711 0.067
Standard deviation [℃] 1.387 11.821 0.861
Maximum temperature [℃] 209.934 219.206 209.295
32 数値例 2（移動ロボットによる協調運搬作業制御）
次に，著者らの文献 (Nakamura and Kawabe, 2010)にて取り上げた協調運搬作業問題に対してモデル予測型 PID
























Fig. 12 Path of Leader, and Paths of Follower by the MP-
PID control and MPC. This shows Follower which is
controlled by the MP-PID can track Leader as same
as MPC. There is no significant differences between
the MP-PID and MPC.






























Fig. 13 Responses of the relative distance D between Leader
and Follower by the MP-PID control and MPC. This
shows the relative distance constraint 0:45  D 
0:55 does not violate by the MP-PID as same as
MPC.
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